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五十年来，在几何学领域取得的成果中，射影几何学的发展，占有头等地位（见本文末 
注释一），如果说，起初，所谓度量关系，由于它们在射影之下不是保持不变的，似乎难于用射 
影几何学来讨论，那么现在，人们已经习惯于用射影的观点体会这些关系了，以至于现在，射 
影的方法囊括了整个几何学。可是在那里，度量性质不再作为窆间实体的内在性质出现，而 
是作为这些实体和一个基本元素即无穷远虚圆的关系出现， 

如果把初等几何学的诸概念同由于考察空间实钵而逐渐积累起来的方法相比较，就会 
引导人们去探索一个普遍原则，根据这个原则，可以建立起这两种方法。由于除了初等几何 
学和射影几何学之外，还有发展很缓慢然而也必须给予同样的存在权利的其他方法，所以这 
个问題显得更加重要。比如反演几何学、有 理聲换 几何学等几何学就是这样。此后，我们还 
要提及和阐述这些几何学。 

当我们在此着手建立一个这样的原则的时候,我们的确没有发挥任何特别的想法。我们 
只是把许多人所或多或少明确地想着的东西，给以一个明确的表达方式。几何学尽管本质 
上是一个整体，可是，由于最近期间所取得的飞速发展，却被分割成为许多几乎互不相干的 
分科(见注 释二〉 ，其中每一个分科几乎都是独立地继续发展着，于是,公开发表旨在建立几 
何学的这样一种内在联系的各种考虑，就显得更加必要了。我们还特别想陈述一下由李 ( Lie > 
和我在最近的工作中发展起来的方法和观点。这两方面的工作的论题尽管不同，但它们在 
这里阐明的考察事物的一般方法达到的目的却是一致的；因而，再次讨论考察事物的一般 
方法并从这方面刻划这些工作的内容和趋势是很有必要的。 

如果说，迄今为止我们只谈到了几何研究，那么这种研究事实上应该把任意维流形的研 
究和普通的几何研究一起包括在内。这种任意维流形是人们从几何学中舍弃了而从纯数学 
观点看来并非本质的图形而抽象出来的(参阅注释三和四）。关于维流形的研究包含着与几 
何学同样多的各种类型，并且，象几何学的研究一样，还应该明确指出彼此独立开展的研究 


(1) 在《数学年鉴: KAmaW di Mfltematica) 刊载了我的《爱尔朗根纲要>的一个意大利文译本以后，大约一年以前， 
我以很高兴的心情接受了帕得 (Pad6) 先生要出版一个法译本的建议，因为目前群论似乎在法国受到空前 
的重视，我的纲要内容，也许将在那里激起一些关心。在意大利文本中，我对正文作了少童修改并加了某些附 
注，基本上原封不动，正文中统统用[ ] 标明。在此后的工作中，不管多么接近我的论题，我也没有引用。因为 
有系统地总结1872年以后发表的成果是一个长期的任务，我觉得,对于我的纲要，若没有一个完全和详细的修 
改，不可能把其中的中心思想清楚地表达出来。我希望将来可以完成它。 



之共同点和不同点。从抽象的观点看来，下文中只需要谈论多维流形;但是，如果把这个论述 
和我们最熟悉的空间概念联系起来，它就变成最简单的并且是一目了然的了。从考察几何 
实体出发，并把它们作为例子来阐明和展开一般性想法，我们就是遵循着科学在它自己的发 
展中走过的道路，这也就是取作我们阐述的基轴的通常最有利的道路。 

要在这里预先提示一下下文的内容是不可能的，因为不大可能把这个内容归纳为一个 
最简洁的形式而各节的标題将给出思想的一般发展过程。在结尾的地方，我加了一系列 
的注释。在这些注释中，当我感到这对理解正文是有用时，就对一些特定点作了进一步的 
阐述；要不然，我就尽力把本文考察中所采用的抽象的数学观点和同它有关的诸观点区分 
开来。 


一、 空间变换群主群一般性问题的提出 

在下面就要进行的诸考察所需要的一些概念中，最本质的就是空间变换 f 的概念。 

任意多个空间变换 w 的组合，总是又给出一个这样的变换。现在我们 kki — 个给定的 
变换集合有这样的性质，即变换集合中任意多个变换的组合构成的每一变换也属于这个集 
合，那么，这样的集合就构成一个变_群 (4><6> 。 

位移（每一个位移被看作在间上实行的一次运算）的集合提供了变换群的一个 
例子。例如,环绕一点的旋# (#> 所构成的群就是其中的一个。反之，包含位移群的群可以 
由直射变换的集合构成。相反，对偁变换的集合并不构成'群，因为两个这样的变换的组合 
给出一个直射变换；但是，人们把对俩变换和直射变换结合在一起，就童新获得了一个 
群 (7 )o 

有一些空间变换，它们不变更图形的几何性质。这些几何性质，按对其本身的理解，独 
立于被考虑的图形在空间中占有的地位，独立于图形的绝对量并最后独立于图形的各部分 
被安置的定向 <8> 。那么，空间的位移、相似变换和对称变换不变更图形的性质。同样，由上 
述变换结合成的变换也不变更图形的性质。我们称所有这些变换的集合为空间的变换主 


(2) 这种表达形式的过于简洁是我的文章的一个欠缺。我耽心，这会把对文章的理解变得明显地更难接受^可是， 
我不能用一个非常冗长的表达式来弥补这个欠缺，因为那样的话，在这里仅保涉猎一下的一些特定的理论，就 
得详细加以发挥。 

(3; 我们的意思是说，变换总是应用于空间的全体元素，因而我们简单地称作空间变换。一瘦变换，例如对偶变换， 
可以不是点的变换而引入新的元素。在本文中，这种情況和則的情况不加区别^ 

(4； 这个定叉还需要下面的补充。在本文的群中，实际上暗含着如下的假定，在那里出稞的一切运箅都伴随着它 
的逆运算;但是在有无穷多个运算的情况下，这当然不是群概念本身的一个必然结果:; 因此， 这应当是一个波明 
确加进群的定义中的假定，如同在本文中所给的那样。 

(5) 这个概念和名称都是从替换论中借用的，在那里 ，人们 不是把它看作一个连续域的变换，而是看作有限多个离 

散量的排列。 

(6； 卡米耶•约当 （Camille Jordan ) 定出了包含在位移群里的所有的群如孝 f 亨，[^亨 。 （Annali diMate - 
matica , t . II ) ♦ . * * • 

(7) 此外，一个群的变换在这里连续不断地出现，是毫无必要的，尽管对我们就要谈及的所有的群，总是这种情况。 

例如，使一个规则物体能够自我覆盖的有限次位移，形成一个群；同样，使二条正弦曲线无限次不连缤的自我 
迭加的位移，也形成一个群。 ‘ 

(8) 在这里，应该把方向理解为序的性质(定向)。由于序性，一个图形不同于它的对称豳形(反射象)。同样，由于 
定向，右螺旋线不同于左螺旋线。 
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群 ( 9 ); 图形的几何性 f 在变,_擎换 I 了$^^考。 考定—: 

舍质被¥ 们’在 ¥群 # 的 # 变¥之¥ 的 >¥性¥描¥。 ¥然^如燊 a 彳 h 会-作 I 不¥位* 移' 
##二4金矗余，•那•么•每 •一 •个•图•形•就•有•它•自•己•的个性。在这个图形，#为个体所具有的诸性 
质中只有那些在主群的变换下不变的性质才真正是几何的性质。在这里不很确定地提出的 


观点，将在以后的讨论中显得清楚些。 

现在，我们将不管从数学的观点看来并非本质的物质图形，在空间中，我们只看到一个 
多维流形，例如，按照习惯的表达方式把点当成空间元素时，就只看到一个三维流形。与空 
间的变换类似，我们可以讨论流形的变换，它们也构成群。但是，不再象空间中那样，有一个 
按其本意来说区别于其他群的群;任何一个群，和别的 | 群具有同等的作用。于是，作为几何 
的推广，就这样提出下列一般性问题： 

的观金©忐森 。•… . 

…粂法，当然，这里只对一个确定的群即线牲变换群用剥这种说法。 


那么还可以这样来表达这个一般性间题: 


给了一个流形和这个流形的一个变换群，:建立关于这个群拍不变性 理论。 

蠱奋*二44向-， # 即¥仅 # 囊¥了¥常的]^_ # ,«鱼4^邊士去《4#^—一考虑的现 
代几何学方法，以及任意维流形的各种研究方式。尤魏需_掛的是，在选择附加于流形的 


变换群时还有任意性，和由这种任意性所导致的同等地允许潇足一般性要求的所有处理方 


法的可能性。 


二、一个包含另一个连接起来的变换群几何学 
研究的各种类型及其相互关系 

因为空间实体的儿何性质在主群的一切变换之下都保持不变，所以，研究只对这些变換 
的一部分保持不变的性质，当然没有任何¥<。*然而，如果在空间图形与某些假定是固定的 
元素的关系方面来研究空间图形，那么，这个问題至少从程式上看来，是合理的。例如，正象 
在球面三角学中一样，我们考察空间的诸实体，其中有一特殊的点。那么，首先提出的问題 
就是 :不再 对空间的实体本身，而是对它们和这给定点一起构成的系统，来阐明在主群之下 
不变的性质 0 

但是，也可以用另外的方式提出这问題 } 假定这点固定，从在主群的变换之下的不变性 
的观点，研究空间的实体本身《换句话说，在空间图形上加进这给定的点，在主群的意义下 
研究这些空间图形，或者，什么点都不加进，伹是用包含主群在内的且不改变某一相应点的 
变换群代替主群，来研究这些空间图形，这两者是同一回事。 

这就是在下文中经常要用到的一个原则，由于这个原因，我们愿意从现在起以下列方 
式，对它作一般的描述。 

给定一个流形，为了研究它，再给定一个变换群。现在的间題就是，研究流形的诸实体 
与其中特定的一个实体。那么，人们或者可以在实体的集合上加进这个特定实体，在已给定 


(») 由定义，这些变换必定构成一个群^ 
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•李?•學 •学 •学 ¥ f •学•亨 __，• ^学幸 牵 

長一+备>» 

… kk , 我们看一下本节开头提出的问题的逆问题。这个逆问题很容易理解，问题 在于: 
探求空间实体的这样一些性质，它们在包含了主变换群的一个群的变换之下仍然保持不变。 
在这个研究中获得的每一个性质都是实体的内在的几何性质。但是，逆命题是不正确的。对 
于这个逆命题，我们刚刚建立的原则开始起作用，这时，主变换群是一个最小的群。于是，我 
们得到这样的定理： 

特 f 特轉 f ， f 抑 fr 臂轉 竽枣轉 f 了〜科特 

忐在枭奋，二¥有’下¥的¥点’:余仓 

••舟，•在*«的•群•呼变•换巧•作•韦 Y •空辱 群的•那•些•变 •换： . 

…《们 •需 •要¥究•的•新•几 k •学 •方•法•的•实•质•以•及•它¥初_分&•的•关•系寓于这个定理之中。诚 
然，它们由这样一个事实描绘其实质，即，它们的考察不是凭依主变换群，而是建筑在一些更 
广的变换群之上的。这些群既然互相包含，那么，一个类似的法則就确定了它们的互逆关系。 
这也适用于我们就要考察的多维流形的各种不同的研究方法。现在我们就要对每个特殊方 
法建立这种法则，并且，本节和前几节的关于一般情况的那些定理即将要在具体问题的应用 
中看得更清楚。 - 


三、射影几何学 


空间的每个不属于主变换群的变换可以应用于把已知图形的性质转移到新图形上去。 
这样，对于能表示在平面上的曲面几何学，就可以利用平面几何学;因此，在真正的射影几 


何学诞生前很久，人们就已经用曲面在平面上的投影推出的性质来确定—个已知图形的性 


质。但是，只有当人们习惯于把原来的图形和所有的由投影推演出来的面形完全看成本质 
上等同的东西时,并且只有习惯于表述这些投影性质，使得这种表达与投影带来的变化无关 
时，射影几何学才得以诞生。这就是采取第一节意义下的投影变换群作为诸考察的基础，并 


且，由此发现了射影几何学与普通几何学之间的差别。 


对于空间的每一种变换，都可以设想出一个类似的发展进程，象我们刚刚叙述的 那样; 
这是我们还要常常重复的。至于射影儿何学的问题，这个发展进程还要分两步来进行。第 


一步在一些概念结构的扩充中通过在基本变换群中纳入换完成了。根据现代的观点， 
必须注意两个互为对偶的图形，我们不再把它们看成两个»»形，而是看成本质上是单 
—的和同样的图形。第二步的本质在于，通过在此采用相应的虚变换来扩充直射变换和对 
偶变换的基本群。这就要求人们首先采用虚元素来扩充空间固着 i 条的范围，正象在基本 


群中采用 宇譽就 导致同时引入点和面作为空间元素一样。这里不是着重讲引入虚元素 
的作用的实，只有这个作用才能使空间理论和作为槙型而采用的代数运算的领域对 


应起来;相反，必须特别强调这个事实，即，在考察代数运算中需要这种引入的理由，在射影 

L. <■ j ^ ■ -ft t ^ >■ i 

(10) 例如，如果把主变换群的变换应用于任何一个初始元素，而给定的群中没有一个变换能使这种初始元素再视/ 
这时就引入了这样一个实体 3 乂 
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变换群和对偁变换群中则不复存在。如同在后者中，因为实直射变换和实对偁变换已经形 
成了一个群，我们可以局限于实变换一样，即使我们不立足于投影的观点，我们也可以引入 
虚元素，并且，只要我们的目的是研究代数实体，我们就应该这样做。 

上一节的一般性定理指出了，按投影的观点，应诙怎样设法说明度量性质。这种度量性 
质必须作为关于一个基本元素的投影关系来考察，这个基本元素就是无穷远 虚圆〜 、亦即 
一个具有只能由也属于主变换群的射影群的变换变为它本身的性质的元素。我们如此直率 
地陈述的这个定理，还需要一个重要的补充，即限于对空间的实元素(和实变换)作通常的考 
察。于是,还应该明确地把无穷远虚圆补充到空间的实元素(点)系统上，以便与这个观点完 
全融洽。初等几何学意义下的性质如果是投影的性质，那么，它们要么是图形的固有性质， 
要么是，是一些关于这个实元素系统、或者关于无穷远虚圆，甚至同时关于两者的关系。 

在这里，大家还可以回想起冯 • 斯托德 (VfP Staudt ) 在他的方位几何学中怎样建立了射 
影几何学，这种射影几何学的棊本群仅仅包含了实射影变换和对偁变换 (ia) t 

在这部著作中，我们明白了，他鲔何仅从通常的请考察的内容里取出在射影变换之下不 
变的东西。如果我们竟然想这样考察度量性质，那么，恰需把这些性质作为相对于无穷远虚 
圆的关系引入。这些思想进程如此完成后对在这里提出的诸考察有极大的重要性，因为，它 
使我们有可能在即将提出的诸^■法的每一种倉义下建立相应的几何学。 

四、用基础流形的一个变换建立的相互关系 

在转到陈述与初等几何学和射影几何学并列的那些几何学方法之前，我们可以一般地 
阐述一下经常在下文中再现的某些论述，对于这些论述，迄今为止所接触到的理论已经提供 
了足够数量的范例。本节和下一节就来谈谈这一点。 

若取一个群5作基础来研究一个流形如果，由任象一个变换把 i 变成了另一个 
流形 I ，那末，变 I 到自身的变换群5就变成了一 个群及 ，它的变换变次到自身。这 
射，宇取 f 亨基础研究2的方法推中了取及为基碑 -究十 的方法，就是一个明显的原则。 
换句 •话 •说 •， B •给•出•了 • ^的一个相应的实体关 
于群及所具备的一个性质。 

例如，我们假定2是一直线，而丑是变/到自身的三重无限线性变换。那么，关于乂 
的研究恰恰就是现代代数学中人们称之为二次形式理论的内容。现在，遜过对圆锥曲线上 
的点进行投影，我们就可以建立起直线上的 # ^和 # 平'面 lif 锥曲线 | 上的点之伺的一个对应关 
系。显而易见，再现直线的线性变换召变成了再现圆锥曲线的线性变换及，即圆锥曲线 
的这祥的变换，它们与再现圆锥曲线的平面线性变换相对应。 

但是，根据第二节的原侧当假定圆锥曲线是固定的，并且仅仅考察平面上再现它的 
线性变换而研究关于这条圆锥曲线的几何学，或者，考察平面上所有的线性变换，并且让圆 


( H ) 这个概念应读作为 Ohasles 〔法文 改为： 法国学派的——译者〕最美好的成就之一来看待，只有它对于人们乐 
于放在射影几何学开端的度量性质与投影性质之间的差异 缔以一 个确切意乂。 

(32) 仅在《论方位几何学 》 (Beitriige zur Geometric der Lage ) 中，冯 _ 斯托 德取最 宽广的群作为基础，一些虚变 
换也在其中 出现。 

<13)如果人们愿意，这个原则此刻正在一个稍微普遍的形式中被应用<> 
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锥曲线艏之变化而研究关于这条圆锥曲线的几何学，这是同一回事。所以，我彳 n 就这条圖锥 
曲线的点系揭示 的被些 性质在逋常意义下都是投影的性质。把这一点和前面的结果相联系， 
就会得到： 

，个 •• »• 考•寧•条罕¥了•个•亨 . 

• •卡 侖就•是•为•阐•明•这•利•方•法•而•特•有•的•另•外•一 »〗¥。 鉍 桌又而 在平面上作一个二次 
曲面的球极平面投影，那么，在曲面上就出现一个基本 点：投 影点;在平面上就出现两个基本 
点: 经过投影点之母线的交点。可是，人们立刻看出，不使两个基本点改变的平面线性变换 
经过映象变成了二次曲面的线性变换中苒规二次曲面的那些变换，然而不使投影中心改变。 
(使曲面再现的线性变换在这里应该理解为当人们实施使曲面自我覆盖的空间线性变换时， 
曲面所服从的变换。）这样，带有两个基本点的一个乎面的射影的研究和带有一个基本点的 
一个二次曲面的投影的研究是等价的 6 但是，如果使用虚元素，那么，前者仅仅是在初等几 
佝学意义卞的平面的研究。事实上，平面的主变換群恰恰是由使一个点对(无穷远圆点)不 
变的线性变換组成;那么，最终得到: 

乎面初等几钶学和#有一个_本点的一个二次曲面的投影的斯$是间一个东西。 

金迤 m 全*兩 riiti 由由全 褊丰,_因^下»，我们 

还有机会再谈到它们。 


五、空间元素选择的任意性 
Hesse (海赛)相关原理线几何学 

点作为直线的元素、平面的元素、空向的元素等等，和一般地一个有待研究的流形的元 
素可以用作为流形组成部分的对象：一个点集特别是一条曲线、一个曲面等等来代替点（见 
注释六）。由于人们便这个元素所依赖的诸任意参数的个数，无从预先加以确定，那么，直线、 
平面、空间等等视所选择的示素 为何萆 瑪出真备苯一任意维 擎。, 金參，只要取，一变轶群为 

就是 m ， •由-南全条岛秦二 # i 
+ 金理;谂于芫貞养邊 瘓，•仍¥ 是 •一 •个•定理，只不过是这 a 定理的 顺序及 
其内部联系发生了 变化。 

因而，首要之点就是变換群，至于流形的维数，只作为某种次要的东西而出现。 

这个看法和上一节的威则相结合，就会得到一系列完美的应用，其中的某些应用要在这 
里阐述。事实上，只麥稍加分析，就会看出，这些例乎对于说明一般考察的意义是合适的。 

根据上一节，关于一条直线的射影几何学(二次形式理论)相当于关于一条圆锥曲线的 
几何学。关于后者，现在我们可以用点对代替点作为元素来考察。于是，如果使每一条直线 
和它在那里与圆锥曲线相交的点对相对应,就可趣立条觀锥曲钱的点对集合与平面上的 
直线集合之间的对应关系。由这种描绘，再现圆锥曲线的线性变换变成了使圆锥曲线不变 


(14) 代替平面圆锥曲线，我们尽可取一条左旋的三次曲线，一般地，对于 》 组的 情形 ，也可照此办理。 

(15) 对于 其他的 例子， 特别 是对于推广到髙维的时候， 既 可以参阅在我的一篇 论文： 《 关于线几何 和度最 几何* 
(Veber JAnien-geometrie md metrische Geometries Math . Annalen , t . V ，2) 中 所做的 陶 述; 也可以参阅我 
们就要直接引 用的李 (Lie) 的工作。 
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的平面(被看作由直线组成的)线性变换。然而，根据第二节，考察由后面这些变换构成的 
群，或者自始至终在要研究的平面图形上増添一条圆锥曲线而从平面线性变换的全体出发， 
是等价的东西，由此得出， 

带 f 一条基本圆锥曲线的平面射影几何学是等价的。 

平面上关于一条@锥曲线建立的射影度量几何学相吻合（见注释 五〉， 于是，我们还可以 
说： 

+次 形式理$和平面@一般度量射影几何学是同样的几何学。 

垚 i ® 侖奂奋屮，•我•们•还•可•以•用二•条•空 W 三•次_曲•线•代 •替 •平•面•圆锥曲线， 等等; 但是，我们 
不想多化笔墨了。我们刚刚阐述过的平面几何学、空间几何学或一个任意维流形的几何学 
之间的联系，基本上和海赛 （ Hesse ) 提出的相关原理相一致 （Jowmai Borchardi , t . 
LXV1) 0 

空间射影几何学或者可以叫做四次形式理论，提供了一个有完聋同类饯隳的例予 6 我 
们取直线作为空间的元素，并且，象在线几何学中那样，我们用由一个二阶方雍壤•系租一起 
的六个齐次坐标确定它> 那么，这些空间的线性变换和对偁变换就表现为设想有六个彼此独 
立的变量的线性变换中能使联系方程变为它本身的那些变换。正如我们明播傅述的那样， 
通过一系列类似的推演，就得到下列 定理： 

全+嶔痤焱赢品亩#奋 Wfflf 我•推 < t . VI » 中刊 

载的一篇 论文: 《关于所谓非欧几何学第二次报告》 (Ueber die sogenwote Nicht-Euclidische 
Geometric) (zweite Abhandluug 》 以及本文绮尾处的一个注释(参看法拜二 

对上面的论述，我们还要补充两点韋風:第_点，实际上已经薙贪班棟_肉容之中，但 
是，还必须再阐述一下，因为它所应用的对象是一个很容易误会的论题。 .. 

如果引入任何一些实体作为空间元素，那么就获得了某一个维寒。但#>如果我们立足 
于习惯的观点 (初等 的或射 影的〉 ，那末对于多维流形，輯们应取为華_、群先綠蟪 餘出： 
它不是别的，仅仅是主变换群或射影变换群。佢是，如果我们想取玛外〜个群群，那 
么我们势必舍弃初等的或射影的观点。这样，通过空间元素的适当燦择，这个空闻表示一些 
若干维的流形是多么真实，同样，补充如下这点就多么重要 :多了 學寧呀夸序乎轉卞等乎， 

•就 ' jf 须•使•之•与•我的 a 

佘洛。 • 螽金种几何学中，一条直线有六个 坐标， 这恰恰畢一条平薄猶系鐵的 雀目。 
这样构造的线几何学是一个摒弃了其系数之间有二次关系的圆锥曲线集合的一个踽锥典线 
系统的几何学。如果说被当作平面几何学基础的群是由这样的变换集合构成的群，这种变 
换是用一条圆锥曲线系数的线性变换表示的，并且，它们再现了二次条件方程，癉么，这是正 
确的。但是，如果我们坚持平面几何学的初等的或射影的观点，那么，无论如何我们也得不 
到了个这样的表示法。 • • • • 

# _三土意见与下面的概念有关。假定对于空间给定任意—个群， 螫如说，一 个主群，我 
们选择一个特定的图形，例如一个点，或者一条直线，甚或一个橢圆体等等，秦恩对它实行基 
本群的一切变换。这样,，人们获得了一个多重无穷 hi 形，其维数一奴等于在璩个鬌中含有 
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的任意参数的数目；在某些特殊情形中，这个数目更小一些，就是说，那时， f 开头被选定的 
图形有由群的无限个变换而再现的性质。如此引入的每个流形叫做关于母群的 (16) 。 
如果现在,一方面，我们想在群的意义下研究空间，并且，为了这个目的，明确指占空间 
元素的确定的图形；而另一方面，我们又不想使一些等价的东西用不相同的方式表示出来， 
那末，我们鱼然应该选择空间的元素，使它们的流形形成一个单一的体，或者能够被分解为 
w i7 \ •晚候•(余兑如)•，备如备 I 合出•这•个•明•确 •的 •注•龢的 •二 +应 W 。 •体的•概•念•本•身 •，圣 
i 节，将结合同类性质的概念再次进行讨论。 

六、反演几何学关于 x + iy 的解释 ； 

在本节中，我们继续讨论几何研究的另外一些方向上的问题，这些 间题已 经在第二节、 
第三节里开.始谈到了。 

按照类似于射影儿何的研究方法，对于运用反演变换这类几何观念的范_，我们可以从 
各种角度加以考察。所谓四次圆纹曲面、自反曲面的研究与正交系一般理论的研究，以及势 
论的进一步研究，也都属于这种情况。如果说，人们在上述研究中还没有象射 影几何 一样， 
把主 f 与反演变换合在一起的变换集合构成群，以这群为基础总结出一种特殊的几何学，这 
壳二#侖焱侖》，¥直•到•现•在•，焱4垚论尚未成为系统阐述的对象，实际上，在这興 
方向上进行研究的少数作者，并不是完全没有这神方法上的见解。 ' 

将反演几何与射影几何作比较，二者的类似之处立刻就会显示出来，因此不必进行详细 
分析，而只需注意下列几点 * 

在射影几何中，基本概念是点、直线和平面。圆和球，只不过是圆锥曲线和二次曲面的 
特殊锖祝。初等几何的无穷远，在这里表现为一个 乎面； 与初等几何相联系的塞本图形，是 
无穷远虚圆锥 曲线❶ 

在反演凡何中，基本概念是点、圆和球。直线与平面，是圆与球包含一个无穷远点时的 
特殊镛赛个无穷远点，从方法上来讲，丝奄也不比其它的点更特殊。”只要假设这一点是 
固定的满得到了初等 凡何。 

如 果按照 前几节 所指出 的对于二次形式理论与线几何学的讨论，反演几何也会具有同 
样有歎的形为了达到这个目的，我们不妨首先限于考察平面几何，并进而考察平面反演 
几何 < is v 丨 

关于初等平面几何与含有特殊点的二次曲面射影几何，它们之间的关系，已经讲过很多 
了<第西节)。如果把这一特殊点除外，只考虑曲面射影几何本身，它就构成了平面反演几 


(16) 这个名称是根据戴德金 .( X ^^ kind :) 选定的，在数论中，如果一个数的集合是从已知的元素出发借助于给 
定的运箅产生的，則这个数的集合叫做(戴德金1 斡程* 新版)。 

(17) 存本文中，没有充分注意所提供的群是•不 是熊 包含人们所谓的一寧，气卜子群 a 如果，一个几何图形在一个例 

办丰_运算之下仍然不变，那么，通过群的运箅从字群推 d 出•来•的所有图形都是一样的，并且归根结 
底 ; 由此产生的一个体的所有的元素也都是一样的。现在，如此形成的一个体，对群运算的映象完全是非固有 
.的。.所以，，在本文中，人们仅应该考虑这样一呰体，它们源于不能被所提供的群的任何一.个例外子群保持不变 
的空间元 素。… ' 

(18) 直浅皮演几何相当于直线投影研宄，因为两者的变换是一回事。因此,在反湞 |L 何中，可以切论直线上与圆上 

： ■ 四点的交比。 : 

• • 
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何。很容易理解 (1 ”，依据二次曲面的映象，平面反演变换群对应于使二次曲面变成它本身的 
线性变换集合 t 因此: 

于亨 反亨士 何和+冬曲亨亨竽几 f 孕一 回乎。 完全相应地有： 

程来秦示。 、 

* # 企士借助于线几何，使得空间几何与一个五维流形相连系一样，通过反演几何，空间几 
何也就与一4四维流形连系起来了。 

只就来说，反演几何从另一方面给我们提供了一种很有趣的表达方式和重要应 
用。如果会与4方法在平面上表示复变量办+*>，那么限定于实变换的反演群则与复变量 
的线性变换相对应 < a °> 。但是，关于可进行任何线性变换的复变函数的研究，只不过是用一种 
稍稍不同的表达方法表示出来的所谓二次形式理论。因此，二次形式理 论亨到 了字竽 

反演邛，中的宇苧法，而早，变 量哼复 数值也被表示出来。 . 

* ^4十痊彘》尜妾换¥最侖余岛*佘燊_/奇&众伞面转到二次曲面。由于我们只考虑 

平面的实元素，所以怎样选择曲面不再是不重要的了1但显然，曲面的选取必须不受限制。特 
别是，如词前面关于复变量的解释所做的那样，我们可以把这里的曲面设想为一个球面，并 
得到下述定理： 

复变量二次形式理论可在实球面射影几何中找到它的表示法。 

m 焱# i 佘滏怎样说明二元三次形式理 

论和双二次形式 理论。 


七、前述内容的推广李球几何学 

关于二次形式理论、反演几何学与线几何学如前所述是互相对应的，它们的区别只是 
变量数目的不同。我们现在所要阐述的某些推广，是与这三种理论联系在一起的。首先，这 
样一些推广再次有助于用新的例证说明这样的思想，即决定已知范围内研究方式的群可以 
被任意扩充;此外，我们的目的还特别在于，从与这里所谈思想的关系，来说明李在新近一篇 
论文〜> 中提出的主要观点。为了更适合普通的几何直观，并且与前面谈到的内容联系起 
来，我们预先假定只在变量数目很少的情况下进行有关讨论。这时，我们达到李氏球几何 
学的方法，与李对于线几何概念所采取的方法有所不同。正如李所强调指出的《哥丁根新 
闻》 （ G 6 ttoger Nachrich 切 n 1871, n ° 7.22), 这种考察与变量数目无关。它属于更重要 

的研究领域，即关于任意多变量的二次方程射影研究。这种研究，我们已经常常接触，并且 

(19) 见已引证过的文章:《线几何和尺度几何 Liniengeometrie und metrische Geometrie , Math . Amctlne . 
Bd . V .) 

(20) 〔正文里的讨论方式不是很严格的。全体线性变换 f = ^|( 其中 / = f + + 仅仅对应于反演 

群里那些不使角度反转的变换(在这些变换下，平面上的循环点在角度中间不改变位 置)。 力了扩充到整个反演 

群，除了上述线性变换外，还必须添加如下的线性变换（它们并非不重要）： 〆 = ^ 4 ，其中仍有 〆 = sc ^ iy \ 

yt + q 

但 2 = 0?- 印。〕 

(21〕偏微分方程与复数,《数学年鉴》，別. V "( 紐6 imd Compi ^ re . Math . Annalea , 

Bd . V ) 
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以后还要多次遇到 (见 第十节等〉。 

我首先用球极平面投影建立实平面与球面之间的关系。在第五节中，通过俾平面上的 
直线对应于这条直线与圆锥曲线相交得到的点对，从而把平面几何与圆锥几何联系起 来了。 
用同样方棒，我们可以在空间几何与球几何之间建立一种对应关‘，使得空间的每个平® 对 
应于该平面与球相交所得到的圆。然后，如果通过球极平面投影,把球冗何转换到平面上去， 
这时，每个球也都变成一个圆，那么就有下列二者的互相 对应： 

空间几何，它的元素是平面，它的群是把球变成它本身的线性变换群； 

平面几何，它的元素是圆，它的群是反演群。 

我们现在分两步把第一神几何加以推广。为此，要把这种几何的群用包含它的群来代 
曹。所得到的推广结果，通过映象可以立即转换到平面几何上。 

为了代替空间的使得球仍旧变成它本身的线性变换，这个空间是由平面构成的，我们可 
以很方便地选取空间的线性变换总体，或者选取空间的平面变换总体。这些变换〔在立即就 
荽说明的意义下〕使球保持不变。于是，第一种情况排除了球，第二种情况排除了使用变换的 
线性特点。因而，第一个推广立刻就显而易见了。我们可以首先对它加以考察，并将其结论转 
换到平面几何上。然后，我们再继续讨论第二个推广，这时，必须先确定相应的更一般的变换。 

空间的线性变换普遍具有下述性质，即平面束与平面把仍然变成平面束与平面把。但 
在球面上，一个平面束则变成一个圆束，也就是具有公共交点的单重无穷的一系列圆；一个 
平面把则变成一个圆把，也就是与一个固定圆正交的两重无穷的圆族(这个固定圆所在的平 
面，以已知平面把中各个平面的公共点为极点）。具有这种特点的圆变换，即圆束与圆把 
仍然变成圆束与圆把的圆变换 ( M ) ，在球面上进而在平面上，对应于空间的线性变换。 

咚,。在这种几何中，不能用点各 A 伞 
® 余 ，•因 •为•对•于 •所 •选•择釦籴 m ， •点•不•能•构•成•一•个体(第五节)。但是，我们可选择 
圆作为元素。 

对于所说的第二个推广，首先应解决相应变换群的类型问題。为此，必须找到这样的平 
面变换，使得任何顶点位于球面上的平面把，又变成这样的平面把我们可以先通过对偶 
性，将问題转化为更简明的表达方式。另外一个步骤是使空间维数降低一维 3 我们还要找 
到这样的平面点变换，它们使已知圆锥曲线的任一条切线又重新变成同一条圆锥曲线的切 
线。为了达到这个目的，我们把平面连同位于它上面的圆锥备线看作^个二次曲面的映象， 
这个映象是这样得 到的： 从不在该二次曲面上的一个空间点出发，把二次曲面投影到平面 
上，使已知的圆锥曲线表示过渡曲线。于是，曲面的母线与圆锥曲线的切线相对应，并且问 
题归之于找出使曲面变成它本身的点变换集合，而在这种变换下，母线仍然要变成母线。 

存在无穷多个这样的变换，因为只需要把曲'面的点看作两类母线的交点，并且用任何方 
法把每个直线族变成它本身，这就足够了。在这种变换中，特别是有线性变换，我们所要研 
究的也仅仅是这些线性变换。实际上，如果我们不是研究一般的曲面,而是研究由二次方程 
表示的多维流形，那么只有线性变换还继续有效，其它的变换就都被排除了 < 


(22) 在格拉斯曼 ( Grassmann ) 的多维延量理论中，曾附带考察了这种变换 (1862 年版, P . 278)。 

* 法文译本上的这句话是:…使得轴与球相切的平面束 g 变成了一个这样的平面束。——译者 

(23) 假如我们对流形作球极平面投影，就会得到著名的定 理:在 (空间的)多维域+，除反演群的变换之外，不存在 

f 考号。专 f 丐巧尽，号夺号与今琴巧，见已•引•证•过•的辜士秦作。 . 
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这种再现曲面本身的线性变换，通过投影(非球极平面投影)转换到平面上，就得出了双 
值的点变换。在这种变换下，作为过渡曲线的圆锥曲线的任何切线，当然又重新变成一条切 
线。而一般地说，每条另外的直线要变成与过渡曲线两重相切的一条圆锥曲线。如県在构 
成过渡曲线的圆锥曲线上，建立一个射影度量，那么就能恰当地刻划这种变换群。于是，变 
换具有下述性质，即在这种度量意义下，相互距离等于零的点以及有固定距离的点，又变成 
这样的点。 

所有这些考察，都能引伸到任意多变量的情形，尤其是也可以应用于开头就已提出的问 
题，这一问题中把球面与平面作为元素。在这种情况下，我们能够给这个结果以特别直观的 
形式，因为在一个球面上基于射影度量意义下，两个平面所形成的角，与通常意义下它们和 
球面截出的圆所形成的角相等。 

因此，在球面上以及在平面上，我们得到了一个有如下性质的圓变换群，它把那些相切 

•:球•面•上 •的 •线•性•变 •换 •以•及伞矗—壶-，•都•属•于•这•个变•换¥ <14; 。 . 

* 以这个群为基础的圆几何学，类似于李对于空间建立的亨球几何学在研究曲 
面的曲率时有非常重要的作用。如同反演几何包括初等几何这的意义下，圆几何包括 
反演 几何❶ 

我们刚刚得到的圆变换(球变换），特别是具有这样的性质，即把相切的圆(球)变成恰好 
也相切的圆（球)。如果我们把所有的曲线（曲面)都看作圆 （球〉 的包络图形，那么相切的曲 
线（曲面)结果总是被变成也相切的曲线（曲面）。这里所谈到的变换属于以后将要做一般研 
究的切触变换(即使得图形的相切是不变的关 系〉。 本节开始提到的格拉斯曼的圆变换以及 
类似命杂圣瘓，都不是切触变换。 

如果说上述两种推广，仅仅涉及到反演几何，那么通过类似的方式同样适用于线几何， 
并且一般地说，也适用于对通过二次方程表示的流形作射影研究。这一点，我们已经指出过 
了，这里勿庸 再述。 


八、建立在点变换群基础上的其它方法 

如果除开与改变空间元素联系在一起的对偶变换，那么初等几何、反演几何以及射影几 


(24) 〔下面的公式更清楚地说明了正文的论述。 

设 a?J + ic { + a?J + !» j -0 

这是用通常的四面坐标表示的、且与平面有球极平面投影联系的球方程如果诸*满足这个方程，那么它们 
就获得了平面上四圆坐标的意义，并且 


+ u t Xi + w 3 a；3 + = 0 

变成了平面上圆的一般 方程。 在计算这个圃的半径时，刚好得到平 方根： 

+ + t(J+vJ o 

我们用⑽表示它。现在，可以把圆作力平面的元素来进行研究。于是及演群就成为的齐次线 
性变换集合。除一个因子外又产生了： 

与李的球几何学相适应的更广泛的群，由五个变量叫、《*、 叫的线 性变换组成，除一个因子外，这五 
个变量又产 生了： 


tt{ + wl + wj + It J + w| 0 ) 
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何，仅仅是可以想到的许多考察方法中的几个特例，这些方法一般以点变换群为基础。在这 
里，我们还要强调指出下列三种方法，这三种方法与刚刚讲到的考察方法有共同的特点，尽 
管这連贫法远没有象射影几何那样，发展成为独立学科，但是仍然容易看出它们在现代研究 
中所处的地位 <S5) 。 

1. wasstftsf 

关于理*变我们必须仔细辨别这种变换对于运算域(例如空间或平面等）的学体$ 
是不是有理变换，或者仅仅对属于这个域的一个流形(例如曲面、曲线)上的点是不是表会/全 
换。如果要在迄今所述的意义下建立空间几何和平面几何 ，只 能采用第一种情况；从我们现 
在的观点出发，后一种情况只是在研究已知曲面或已知曲线的几何学时，才有重要意义。在 
我们立即就要谈到的拓扑学中，也同样要区别这两种情况。 

然而，迄今所作的研究，实质上只涉及到第二类变换。由于我们不是讨论曲线几何与曲 
面几何的问题，这些问题必须找到判断两个曲面或两条曲线能够互相变换的一些准则，所以 
这些研究超出了我们这里所要考察的 范围〜 \在本文中提出的一般方案，肯定不能襄括数 
学研究的全部，只不过是用共同的观点把某些方向统一起来。 

以第一类变换为基础的有理变换几何学，现在刚刚开始研究。在一级域内，在直线上， 
有理变换和线性变换是恒同的，没有什么新内容。在平面内，我们当然已经知道了有理变换 
( Cremona 变换）的集合，它们是由二次变换的组合生成的。我们还知道平 ffi 曲线的不变特 
征 :它们 的亏格、模的存在 I 但实际上，这些研究在我们这里一般意义下的平面几何中还没有 
发展起来。对于空间来说，完整的理论则刚刚诞生。至今，我们对有理变换还了解得很少， 
并且就用这些知识把已知曲面与未知曲面通过映象联系起来。 

2. 拓扑学 # 

在所\胃^^扑学中，我们宴研究由无穷小变形组成的变换的不变性。如前所述，在这里仍 
然要区别究竟是把整个域（例如空间）还是只把从它分出来的一个流形（即一个曲面），作 
为变换的对象。第一类变换是存在的，可以把它作为建立一种空间几何的基础。这类变换 
构成的群，实质上完全不同于我们迄今所考察过的群。因为它包括所有由设想为实无穷小 
的点变换组成的变换，所以它本身就从根本上局限于空间实元素，并且只能在任意函数域上 
变动。我们还能通过加进无穷远元素的实直射变换，把这种变换群适当地扩充。 

3. 

如果关'于^^样群，任何曲面都不具有独特的性质，因为通过这个群的变换，每个曲 
面都能变成任何另外一个曲面，那么还存在更高级的图形，在研究它的时候，这个群可以找到 


(25) [在前面的例子中，我们只涉及到有限参数的群，我们现在来研究所谓$限群 J 

(2!6)[然而很幸运，这些课题与我们的论述很有关系，只是我在1872年还+知给定任何一个代数形式(曲线、 
曲面等等)。如果作为坐标，引进关 系式： 

<Pi ： q>2 ： ^' ： ^p P = dUj ： du 2 :^' ： dUp, 

其中是关于曲线的第一类 Abel 积分，那么我们就可以使这个代数形式与一个高维空间眹系起 
来。在这里，只有取 9 的齐次线性变换群作为研究这个空间的基础。请参看 Brill, Noether 和 Weber 
的有关著述以及我最近的论文： <贝尔函数的理论》。《数学 年鉴* 第卷（沿 AbeV a chm 
Functionen Math. Annalen 第 XXX ¥1 卷。）] 

* 原意是位置分析 （Die Analysis situs )。一 一 译者 
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更好的应用。按照本文作为基础的几何学观点，即健至今还很少把这些图形看作几何图形， 
而仅仅看作偶而能找到几何应用的解析图形，并且在研究它们的时候，人们使用了直到我们 
这个时代才开始作为几何变换来理解的方法，这些都是无关紧要的。首先，齐次微分表达式 
就属于这种解析图形。偏微分方程也属于这种解析图形。正如下节所要阐述的，对于偏微 
分方程的一般讨论，全体切触变换群是最可取的。 

在以全体点变换群为基础的几何学中，重要的基本定理 是:对 于空间的无穷小部分 ，一 
个亨字竽夸，亨宇 T 了个亨宇字学。射影几何的发展，现 在已经 •能•应•用•到•无•穷•小•的•情•况，# 
鱼忐舟奋金由旮，•可•以•选•择•任•意•的•群作基础——宇手孕和聲亨 宇-了 个字中，亨。 

前面已经谈到丫互相包含的群在考察方式上•的•关•系 •，会 M 未# 去诀 if 南® 了。我们只 
是再举出第二节中一般理论方面的一个例子。我们可以提出这样的问题，即怎样从“全体点变 
换”的观点来理解射影性质，这时可以排除实际上属于射影几何群的对偶变换。这个问题还 
可以用另一种方式 表达: 在什么条件下，线性变换群才能从点变换集合内区分出来。线性变 
换的特点是，它使任何平面都对应于一个 平面： 线性变换就是使平面流形仍然变成平面流形 
的点变换(或者，对于直线流形也有同样的结果）。何是从全体点变换几何通过加进 

呼甲] ^宇枣字手哼。字了亨平年枣 f 孕丰 冬命奉 令命牵李牵会 

丰 w : 褊鉴槭点•我•们•可•以•特•别•把•一•个•代•数•曲•面•的•某•一•次•数•这•一•特•征•， 
会系 为关于平面流形的一个不变关系。当我们象格拉斯曼那样，把代数曲面的形成与它们 
的直尺作图联系起来的时候，这一点相当明显。 

九、全体切触变换群 


很早以来，人们就考察过切触变换的一些特殊情况;雅可比 （ Jacobi ) 在解析研究中甚 
至还应用了最一般的切触变换。然而，切触变换只是通过李的最近的研究工作，才进入了最 
流行的几何概念的行列 ( * 7 \因此,明确解释一下切触变换究竟是怎么回事，或许并不多余 6 
在这里，我们仍然象以前一样,只限于三维点空间的情况。 

在切触变换下，我们要按解析的观点理解每一个这样的代换 :变量 的值和偏微商 

用新的量 V 、友、 〆 、 Y 、 f 的函数表示出来。显然，相切曲面通过它 
一般地又变成了相切曲面，这就是确定岑季学牟这个名称的根据 a 从作为空间元素的点出 
发 ，切触 变换可以分成 三类： 使三重无(又重新与点相对应的变换，这就是我们 
刚刚考察过的点 变换； 把三重无穷多的点变成曲线的 变换； 以及把它们变成曲面的变换。 
我们不应把这种分类看作实质性的分类，因为在利用三重无穷多的其他空间元素（例如 
平面）时，当然又得到了分成三个群的一种分类。然而，它与从点出发获得的分类并不吻 
合。 

如果在一个点上实行所有的切触变换，就得到了点、曲线和曲面的全体。并且恰恰需要 
这些点、曲线和曲面的集合来构成这个群的乎。我们还可以由此决定一般规则，但当利用点 

(27) 特别参见已经引证的著作:《关于偏微分方程与复数》，《数学年鉴》 ， t , V (?7 e&er parttelle Difjerentialgleich wn - 
und Oomple^e Math . Aim . t . V ) ，本文内有关偏微分方程的论述，基本上来自李的 口述； 见下文注释： 

«偏微分方程的理论 Theorie partieller Differentialgleichungen ) G^ttinger NachricMen , 1872,10 月。 







或面的坐标进行运算时，在切触变换意义下，形式地处理问题 (例如 下面就要谈到的偏微分 
方程论)则是不完备的，因为恰在此时取作基础的空间元素却不能构成体。 

但是，如果要保持习惯的方法，那么作为空间元素引入包含在上述体内的所有个体，这 
也不可能实现，因为它们的数目是一个无穷重的无穷。在这些考察中，存在如下的必要性， 
即作为空间元素既不能引入点，也不能引入曲线和曲面，而是要引入亦即 边、认 
P .9 的值组。对于任何切触变换，每个曲面元素都变成了一个新的曲命去秦;•于是，五重无穷 
的曲面元素构成一个休。 

根据这种观点，我们应该把点、曲线、曲面同等地理解为曲面元素的集合 (Aggregate), 
并且是二重无穷的集合。事实上，曲面被个元素所包络，曲线与同样数目的元素相切，每 
个点也有 oo 8 个元素经过。但是，这些二重无穷多的元素集合，还有一个共同特点。如杲对 
于两个相邻的曲面元素《和办、2：+办、2>+却 j + 却, 有 

dz - pdx - qdy - 0, 

我们则称这两个曲面元素年罕，亨 ( vereinigteLagey , 因此，点、曲线、曲面是宇 亨字亨 印字 
| 形，其中每个»»都和与之单重 # f @呼亨字 f 华亨»^ •这•样•， 
点、¥线•和•曲•面•就着 T 美麁#点，•异鱼瘛^^*^^_¥4‘8^，¥该 # 把 # 它 ： (门¥析地表示 
出来。 

两个相邻元素的位置相连，是在切触变换下的不变关系。但是反过来说，切触变换也可 
以定义为 dz - pdx-qdy f #持;。 
在这些考/空 # 间 # 应¥ 被‘看 •作•一 •个 •五¥流•形 ，>*&•，卡的 k 量'的变‘换 ▲ 森*#，•而•这•些 
变换使微分之间的一个确定关系式不变，在此基硪上对这个流形进行研究。 

研究对象首先是由变量间的一个或几个方程，即了$偏亨分阶偏微分方 f 竿 
所表示的流形。主要问题在于，怎样从满足已知友程•素•构•成;的 k •形 •出 •发毳条虫二 i 
列单重，二重无穷的元素，使每一个元素都与相邻元素位置相连。例如，一阶偏微分方程的求 
解问题，就归结为一个类似的问题。我们可以这样叙 述它: 丛辦尾方程的四®无穷的元素出 
发，推出具有上述性质的全体二重无穷流形。特别是完全解的问现在就有了这样一个精确 
形式:用一种方法把满足方程的四重无穷的元素，分解成二重无穷的这种流形， 

在这里不打算继续多谈这种有关偏微分方程的考察，我只推荐已经引证过的李的著 
作。不过，我们还要强调一点，即从切触变换的观点来说，一阶偏微分方程没有任何不变性， 
因为它们每一个都能变成另外的任何一个，特别是_性方程不再与别的方程有什么不同。仅 
仅当回到点变换的观点时，区别才表现出来。 

切触变换群、点变换群以及射影变换群，能够用一个我在这里不能不说几句的统一方式 
刻划其特点 < M > 。 我们已经确定，切触变换就是保持两个相邻曲面元素位置相连的变换。点 
变换则与之相反，其特点是把处于相连位置的相邻的直线元素变成了恰好具有同样性质的 
直线元素。最后，直射与对偶变换则保持相邻连通元素的相连位置。我所说的连通元素，指的 
是一个曲面元素与包含在其中的一个直线元素构成的并集 6 当一个连通元素不仅是点，而 
且它的直线元素，都包含在另一个连通元素的曲面元素中时 ，我 们就说这两个枏邻的连通元 

素位置相连。连通元素这个(暂时的)名称，与克奈别希 Clebsch 在几何学中新引进的图形 

. 、： . ■ .. : ■ 


( :28)我把这些观点归功于李的…个评注。 
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有关 ( M ) ，这种图形由同时包括点坐标、平面坐标与直线坐标的方程所确定。它在平面上的类 
似图形，由 Clebsdi 那里取得了连通这个名称。 

十.关于任意维流形 

我们已经多次强调指出，在把前面的论述与空间概念联系在一起时，只是希望依靠直观 
的例子更容易阐明抽象的概念。但就其本身而论，这些考察与直觉的印象无关，它属于数 
学研究的一个领域，人们称之为多维流形理论，或者根据格拉斯曼简称为多维(延量)理 
半。为了实现把前面得到的理论从空间转移到纯粹的流形上，应当采用的方是奇由•其•本:^ 
i 然而然地设想出来。对此，我们只是再次提醒一下，与几何学相反，在抽象研究中，我们有 
权完全任意地选择变换群作为研究的基础，这样很有好处；而在几何学中 ， f $就给定了一 
个最小的群，即主群。 * * 

在这里，我们只能很简略地谈谈下列三种处理方法。 

1. 射影的处理方法或现代代数学（不变置理论） 

它的•群•由•表•示•流•形•元•素•的•变•量•的•线長奇偁变换的集合所构成，这就是射影几何 
的推广。我们已经指出过，在髙一维的流形中讨论无穷小时，这种方法怎样找到了应用。这 
种方法在下述意义上包括我们还要讲到的另外两种处理方法，即它的群包含了作为这两种 
方法的基础的群。 

2. 亨曲乎 流甲 

在黎的著作里，这种流形概念来自流形的更一般的概念，其中给定了变 
量的微分表达式。在这里，使给定表达式保持不变的变量变换集合构成了群。如果在射影意 
义上，规定了基于变量之间给定的二次方程所建立的度量关系时，那么就用另一方式得到了 
常曲率流形的概念。这个方法可推广到把变量假定为复变量的情况;随后，可以讨论把变量 
限定在实数域的情形。我们在第五、第六、第七各节中接触的一系列研究，就属于这个分支。 

3. 平面流形 

黎曼等于零的常曲率流形叫做平面流形。他的理论是初等几何的直接推广。当 
使得由两个方程(一个是线性方程，另一个是二次方程)所表示的图形保持不变时，它的群， 
也象初等几何中的主群一样，可以从射影几何群中分离出来。如果要适应通常表达理论的 
形式，那么就应该区别实数情况和虚数情况。在这种理论中，首先要列入初等几何本身，然 
后要列入例如说普通曲率理论最新的一般化成果，等等。 


结束语 

最后，我们还要说明两点看法，它们与我迄今所说的内容有着密切联系。第一点是关于 
体现概念发展的形式体系。在第二点中，我们要指出若干问题，它们按照这里提出的观点去 


(29) Gott . Abhandlungen. 1872( 第 17 卷）： 《 关于不定式基 本任务的理论 eine Fvndementalaufgabc 
der Invariantentheorie), 尤其是 GKHt. Naehrichten 1872, 第 22 期： 《 关于 平面解 析几何 的新的 基本机 构》 
(Veber etn neues Grundgebilde der anaiptischen Geometric der 瓦 bene}. 





处理看来是重要的和很有成效的。 

对于解析几何，人们经常责难它通过引进坐标系任意选用元素的作法。对于由变量值 
刻划其局部特征的多维流形的所有处理方法，也同样遇到了这种责难。尤其是从前，如果说 
由于人们使用坐标方法并不完善，这种责难还言之成理的话，那么一旦我们采用了合理的处 
理方法，它自然就会消失了。在群的意义下研究流形时能出现的解析表达式，就其本身含义 
来说,应当与坐标系无关，而坐标系仍然可以任意选择，并且这种无关性应当明确 
地表示出来。现代代数学证明这是可能的，并且指出了怎样去完成的方法。数学 
里，这里谈到的形式化的不变量概念，实际上以最明显的方式突出地被说明了。它对于不变 
量的表达式有一个普遍与完备的构造法则，并且原则上只限于用这些表达式进行运算。如 
果用射影群以外的其他群作基础，这也同样应该要求提供解析的处理 方法〜 >。事实上，形 
式体系必须符合概念的内容，因此可以把形式体系作为概念的准确和清晰的表达式，或者利 
用它比较容易深入到尚未被研究的领域。 

这里，将我们所说的一些观点与伽罗瓦 （ Galois ) 的方程论加以比较，就引导到提出我 
们还想谈论的下述问题。 

在伽罗瓦 { Galois ) 理论中，和这里一样，全部兴趣都集中于变换群。而与变换有关的对 
象当然很不相同；在那里，只涉及有限个不连续的元素，而此处则涉&一个连续流形的无穷 
个元素。但是由于群概念的统一性，容许人们继续作这种比较 ( 〜。 特别是，当 Lie 和我按照 
这里阐述的观点开始进行的某些研究中，也有这种特点时，我们更愿意在此指出这一点 (82; 。 

在伽罗瓦理论中，例如塞莱 ( Serret ) 的高等代数教程 (Traits dHg 6 bre sup 6 rieure ) 或 
约当 （ C . Jordan ) 的置换教程 (Traite des substitutions ) 表明，真正要完成的研究课题就是 
群论或置换论本身，方程论不过是由此产生的一种应用。同样，我们需要一种变换论，即一 
种由具有给定性质的变换所产生的群论。与在置换论中一样，可交换性和相似 1^等>概念， 
也都能够找到应用。在变换群基础上派生出来的关于流形的处理方法，作为变换论的一个 
应用而出现。 

在方程论中，首先有系数的对称函数，它们带来了很多好处。其次，存在这样的表达式， 
它们即使不能对根的全体置换，至少也对根的相当多的置换，保持不变。由此类推,在以一 
个群作基础来研究流形的时候，我们首先需要确定体(第五节），即经过群的全体变换保持不 
变的图形。但是，也还存在这样一些图形，它们不能接受群的全体变换，而只能接受群的某 
些变换，并且这种图形在以群作基础进行研究的意义上特别有趣，它们具有非常值得注意的 
性质。例如，在普通几何学中，人们区别对称体与规则体、旋转曲面与艨旋曲面，就是如此。 
如果我们站在射影几何的观点上，并特别要求使图形保持不变的那些变换必须是可交换的， 
那么就会导致由李和我在已引证过的论文中考察过的那些图形，以及第六节中提出的一 
般问题。第一节和第三节中给出了平面上无穷多个可交换线性变换群的定义，它属于我们 


(30) [例如，对于三维空间中绕一定点旋转的变换群，通过四元数提供了这样的形式体系 J 

(31) 对此，我要在这里指出，格拉斯曼在 他的* 延展论》 (Ausdehnungslehre) (1844) 第一版引言中，已经对组合分 
析和延量理论作了比较。 

<32) 参见我们合作的论文：《关于由单重无穷多可交换线性变换变为自身的封闭系统所表示的平面 曲线* (仏七作 
diejenigen ebenen Curven, welche durch ein geschlossenes System von einfach vnendHch vielm vertausch- 
baren Uneaten Transformationen in sich Ubergehen. Math. Annalea, Bd. IV.). 
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刚刚所 说的变换一般理论的一部分 

注 释 

一、 关于现代几何学中综合方法和解析方法的比较 

目前，人们不再去注意现代综合几何学和解析几何学之间的实质性差别，因为，它们的研 究内容 和讨论 
方式越来越变得完全类似了0因此，在正文中，我们统统釆用射影几何学这个词作为两种几何学的共同名 
称。如果说，综合方法更多地通过空间直观进行研究，并且以仓会余二疮基本理论而具有特殊的诱惑力的 
话，那么，一个这样的空间直观领域并不排除解析方法，并且，人们能把解析几何学的公式理解为几何关系 
的一个清晰而严谨的表达式。另一方面，当然不该低估一个非常合适的表述系统由于在一定程度上超越当 
时的思维而对后来的研究带来的好处。然而，也不应该放弃这样一 t 原则，即当一个数学问题还没有变成 
明显的直观时，就不应当被看作完全彻底解决了的问题;而只有表述系统的推进，才是迈出了很重要的头一 
步。 


二、现代几何学的分科 

举例来说，如果我们考察一下，数学物理学家在大多数情况下是怎样不愿借助于那怕是不十分发展的 
射影直观；而另一方面，射影几何学家又不去接触如曲面的曲率理论所揭示了的丰富多釆的数学真理的宝 
藏，我们就不得不看到几何学知识的当前状况:一方面不十分完全，另一方面又是充满希望的过渡性的， 

三、关于空间直观的重要性 

在正文中，当我们把空间的直观看成某种重要的东西时，我们是指根据需要明确表示的诸考察的纯数 
学内容而 言的: 直观只不过是使这种考察变为容易惑觉到的东西0事实上这种方法的作用，从教育学的观 
点看，应该认为有不可估量的意义。因此，按这种观点着一种几何模型是非常富有教育意义的，也是非常有 
趣的。 

但是，空间直观的重要性的问题.，一般说来，这完全是另外一回事。我把直观看成本身是某种独立存在 
的东西。这就存在着一种真正的几何学，对于类似正文中的研究，它并不仅仅给抽象考察以可以感觉的形 
式。在这里，空间图形应该按照它们的本来面貌来理解，并且(作为数学的卜侧面）应该作为空间直观公 
设的明显推论来揭示它们的关系。‘一种模型一它可以被阐述、被直观感觉到，或仅仅明 显地摆 在眼前，对 
于这种几何学，并不是一种达到目的的工具，而正是事情的本身0 

当我们这样把几何学作为一个独立对象与纯数学互不相关地并列起来时，实际上，我们没有作出什么 
新的东西。而新近的研究差不多完全忽视了这一点，那么，再一次明确强调指出它当然是大家所希望的*不 
管怎样，新的研究方法纵然可能被掌握了，倒是难得用于研究空间实体的形式关系，虽然在这个方向上，它 
们恰恰显得前途无量。 


(33) 在正文里，我不想再来说明在微分方程理论中无穷小变换的研究所产生的成果。李和我在引证过的著作第七 
节里已经指出，采用同样无穷小变换的常微分方程，也出现了同样的积分困难。至于这些考察应该怎样应用 
于偏微分方程，李在不同场合，特别是在上面引证的论文 ( Math . Ann . V 沖，用好几个例子进行了论述(参 
见 Mitteilungen der Academie *u ChristiaBia, 1872 年 5 月）。 

(34) [今天，我可以说明这个事实，即正文中谈到的两个问 戡恰恰 继续指 导着李和我本 入后来 的大部 分工作。关于 

李的工作，我们要特别提出他的 《 连续变换群论 》 (Th^orie des groupes continus de transformations), 它的 
系统论述，是两卷书的研究对象（莱 比鴒，1明8 年卷 I ，1«90年 卷 n)o 根据现存文稿，在我后来的研究中， 
我可以指出关于规则体的研究、关于椭圆 模函数的研宄以及一般地关于单值函数的 研究，这 些单值 函数允 
许作线性变换。1884年，我在一部专 Uber das Ihosaeder vnd die AufUnsung der Gleichun- 
gen vom fiinfien Grades (莱比锡）中，阐明了第一批 观点。 不久以前，出版了 （ 拥鼷横函数原理> (Thtorie 
des fonctions modirfainrs 的第一卷 ，（莱 比银， 1890 年《 对于这部著作 ，弗留克 ( Frick ©) 先生曾 

给予我 很大的帮助)。] 


• 29 • 




四、关于任意维流形 

我们所考察的空间，作为点的存在场所，只有三维，从数学上看，这是无可争议的;但是，人们不知道，这 
一观点长期以来妨碍了我们去确定是不是有四维或任意维的空间，虽则我们只能亲身感受到三维空间。多 
维流形的理论在现代数学研究中越来越走在前面，以致在本质上，它的独立性是确定无疑的。同时，基于这 
种思想，在此当然确立了这样一种见解。人们不再讲一个流形的元素，而是讲一个高维空间的点，等等。就它 
本身来讲，这种表达方式有许多好处。只要回顾一下几何概念，它就是容易理解的0但是，它也有这样一个 
不利的结果，就是说，在大多数情况下，关于多维流形的研究被看成仅仅是一个和我们刚刚提到的关于空间 
本质的那些思想相一致的东西。再也没有什么东西比这个论点更缺乏根据了。如果这些见解是正确的，那 
么，这类数学研究会立刻找到一个几何应用；但是，它们的作用正如它们的目的一样，与这些见解完全无关， 
而是寓于纯数学的内容之中。 

普吕克 （ Pliicker ) 指出了完全另外一种形式，它引入依赖于任意多个参数的图形(曲线、曲面等等)作 
为空间元素(见正文的第五节），从而把真实的空间看作一个任意的维流形。 

格拉斯曼在《延展论》 { Ausdehnungslehre ){\^) 中首先阐述了这样一种看法，即把一个任意维流形 
的元素当作类似于空间的点来考察。格拉斯曼完全摆脱了我们刚刚提到的关于空间本质的那些思想；顺便 
说一下，这些思想可以上溯到髙斯提出的见解，并且随着黎曼关于多维流形的研究传播开来了。 

格拉斯曼和普吕克的这两种观点，各有所长；这两种方法人们都在使用，根据需要，有时用这种，有时又 
用那种。 


五、关乎非欧几何学 

正如人们最近的研究所证明的，在正文中所谈到的射影度童几何学基本上和人们抛弃了平行公设而得 
到的度量几何学相吻合，这种度量几何学冠以非欧几何学的名称，当今经常成为争辩和讨论的对象。如果 
说，在上文中，我们一般没有使用过这个名称其由正和前一个注释的论述有关。人们把许多与数 
学毫不相千的思想和非欧几何学的名称联系在一起，这些思想一方面由于一种排斥异物所激起的热情而被 
接受，另一方审&任何情况下，我们的纯数学研究使用这些思想时却一无所获9我们想在随后的论述中把 
这方面的概念弄得更加 清楚， . 

关于平行理论的研究和它们进一步的发展在数学上有两方面的重要性。 ； 

首先，它们表明，平行公理不是它前面那些一般性公理的数学结果，人们可以把这点看作最终解决了的 
问题，但是，它却表达了一个先前的研究中没有被触动过的实质上是新的直观事实。类似的讨论不仅对几 
何学而且对于每一个公理可能并且应该是已经完成了，人们由此认识了这些公理相互之间的地位。 

其次，这些研究给了我们一个严谨的数学概念，即常曲率流形的概念。如同我们已经指出的并且在第 
十节中充分展开了的那样，它与独立于每一种平行理论而发展起来的射影度量以最严谨的形式联系在一 
起。如果，就它本身来说，研究这种度量给数学带来了巨大的禆益，并且有一系列应用的话，那么，作为一个 
特殊情形(极端的情形），它还包含了在几何学中给出的度量，并且站在更高的观点上对它进行研究。 

一个完全独立于这些论述的问题是如何理解平行公理的基础，它到底是应该如一部分人所希望的，看 
作一个整体的绝对前提呢，还是如另一部分人所坚持的，仅仅看作根据经验近似建立起来的东西。如果在 
这里有理由接受后一种看法的话，那么，所提及的数学研究向我们指出了应该怎样去建立一种更严密的几 
何学。然而，这无疑是一个力求得到我们悟性普遍原则的哲学问题。显然，这样的数学家对于问题的提法 
不感兴趣，他希望他的研究不能看成依赖于哲学从这一方面或那一方面可能為答案。 

六. 研究常曲率流形的线几何学 

当我们在一个五维流取中把线几何学每射鬃度量第合起来时，就应当注意到这个事实，直线仅仅给我 
们提供了 (在度量的意乂下)流形的无穷远元素。因此，对其无穷远元素考察一下射影度暈的含 x 是什么， 
非常有必要。我们将在这虽阐述一下这个问题，以便排除把线几何学理解成度量几何学所造成的困难。我 
们把这些论述和直观的例子联系起来，这个例子给出了建立在二次曲面基础上的射影度量 
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在空间中任取两个点，关于这个曲面就有一个绝对不变量 :交比 ，它是这两点和这两点的连线与曲面的 
两个交点构成的；但是，如果这两个任意点恰恰位于曲面上，那么，这个交比等于零，而与这些点的位置无 
关，只是这两点位于母线上的情形除外，在这种情形下，它是不定的;如果它们不互相重合，那这是它们的相 
对位置所引 fe 的唯一特殊 情形； 于是我们有定理 

在空间中，以二次曲 f 为基础建立的射影度量并没有对这个曲面上的几何学提供任何的度量。 

金全兔夕'卜三点相重 

合 u> 。 

为了要在曲面本身上有一个度量，必须限定变换群，而当使空间中任何一点（或它的极平面）保持固定 
时，就做到了这一点。首先，我们假定这个点不在曲面上。那么，从这一点把这个曲面投射到一个平面上， 
这就给出了一条圆锥曲线作为过渡曲线。在平面中，人们以这条圆锥曲线为基础建立了一个射影度量，随 
后再把它转移到曲面 上⑴。 这是一个真正的常曲率度量。于是有定理： 

时，曲 度 

齡:可_以’得•到 w :. 

' 若取曲面本身的一个点作为固定点，则在这个曲面上可得出一个零曲率度量。 

舟半邊 4 ii ，' 曲'面 W 母蠱疵 先參南 i 蠱。’ +皂，¥面*^弧元素的表达式，在不同的 
度量下，仅仅差一个常数 因子。 在曲面上，不存在一个绝对的弧元素，但是，我们尽可以讨论曲面上两个前 
进方向之间所构成的角。 

现在，所有这些定理和 i 仑述都能直接应用于线几何学。而对于线空间 本身， 不会先验地存在任何一个 
真正的度量。只有使一个钱丛保持固定时，才得到了一个这样的度量，并且，按照线 A 秦二般的或特殊的 
(一条直线），该度量就分别保持常曲率 或零了 曲率。绝对弧元素的存在也与这个线丛的选择有关。但是，与 
已知长度为零的直线相交的相邻直线间的位移方 向与它 无关，同时，也可以讨论两个任意方向之间所构成 
的角 (4) , 


七、关于二元形式的解释 


在这里，我们将指出，借助于在球面上的解释,对于把二元三次形式和二元双二次形式结合在一 
起的基本形式系统，可以给出一个什么样的简明表示。 

一个二元三次形式/有一个三次共变式 <2,一个二次共变式 J 和一个不变量即>。/和 G —起，形成了 
一组六次共变式 

Q 2 + KBp, 

其中也含有人们可以证明〜，三次形式的每个共变式都可以分解为这样的六点系统。 只要 x 取复数 
值，就有一组二重无穷的共变式。 

如此确定的基本形式系统现在可以在球面上表示成下述形式 (7) :我们通过一个适当的线性变换，把由 
/表示的三个点变到一个大圆上三个等距离的点。这个大圆可以看成赤道;位于大圆上的/的三个点的经 
度是0°、120°、240°。那么，<2由赤道上其经度分别是 6( T 、180°、30( T 的点表示，而」由两极来表示。 每一 
个基本形式 Q^i ^ np 都由六个点表示,这些点的纬度和经度包含在下表中，其中《和#可以取任 意数； 

(1) 这个关系在通常的度量几何学中被改变了；对两个无穷远点，当然有一个绝对不变量。当打算施行无穷远曲 
面所能允许的线性变换时可能遇到的矛盾，在考察平移或相似变换时解决了，这些平移和相似变换在上述变 
换之列，但不使无穷远发生任何变化。 

(2) 见正文第七节。 

(3) 见正文第四节。 

(4) 见 * 论文》 :« 关于线几何学及量度几何学 lAniengeometrie wtd metrische ^ omeirteXMath . Annalen . 
t, V ， p.271 ) D 

(5) 见 Clebsch 关于这个问题的文章 : 《 二次形式理论 binaren Form€n) 0 

(6) 通过考察使/变为它本身的线性变换。见 Math . Ann ., IV . p . a 52 0 

(7) [也 可以见 BeHrami: «二元三次 形式几何学的研究》 { Secerehe svlla Geometria deilefotme binarie 

Memorie Acc. Bologna ； 1870)。] 
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按照球面上这些点组，我们可以很有趣地看出，/和 G 怎样二次重复地及 d 怎样三次重复地由它产生 
出来。 

一个双二次形式有一个也是双二次的共变式 H ， 一个六次共变式 T 及两个不变量 i 和 j 。 特别值得注 
意的是，双二次形式 iH + Xjf 昀集合都总是和同一个 T 相 适应； T 可以分解成的三个二次因子都属于这个 
集合，其中每个因子都被两重计算， 

现在，我们由球的中心作三条互相垂直的轴 ox ' o ” z 。 那么，它们和球面的六个交点构成基本形式 
当由表示球面上任何一点的坐标时，那么与一个双二次形式 + 相适应的四仑点,则由表 



V ， 

z 

工， 

一 y ， 

— z 


y ， 

—z 

戈， 

— y ， 

s 


给出。 

这四个点总是一个对称的四面体的顶点，该四面体的对边被坐标轴二等分； r 在双二次方程理论中作 
为 + 的预解式所起的作用就这样被明确指出来了。 

1872年10月于爱尔朗根 

(本篇参照德、法两种文本译出。德文本据 《The new Mathematical Intelligence 》 ]^ 7 年 
8 月所 载 Felix Klein 1872 年的德 文原本 Belrachkcngen iiber neuere geome- 
trische Forschungen}} 0 法文本系 Fade 1891 年所译 ，见 Borix Rybak 主编的 《方法 论丛书 》 
之一 ： Le Programme (^Erlangen ， 1974 年巴黎版 。一 一 译者〉 

(何绍庚、郭书春译，吴新谋、田方增、胡作 玄校） 



